










Connessione con l’equazione di Riccati
Sia
y′′ + P (x)y′ +Q(x)y = 0
una equazione differenziale del secondo ordine a coefficienti variabili.
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derivando una seconda volta
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Cos`ı l’equazione differenziale del secondo ordine a coefficienti variabili
e` trasformata nell’equazione del primo ordine, ma non lineare:
e−U(x)(u2 − u′)− P (x)ue−U(x) +Q(x)e−U(x) = 0
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derivando una seconda volta















Cos`ı l’equazione differenziale del secondo ordine a coefficienti variabili
e` trasformata nell’equazione del primo ordine, ma non lineare:
e−U(x)(u2 − u′)− P (x)ue−U(x) +Q(x)e−U(x) = 0
Possiamo semplificare il fattore esponenziale ottenendo l’equazione
per u
u′ = Q(x)− P (x)u+ u2
che e` una equazione di Riccati
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Analogamente se e` invece data l’equazione di Riccati
y′ = a(x) + b(x)y + c(x)y2
con la trasformazione
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wc′(x)w′ − c(x)ww′′ + c(x)w′2
c2(x)w2










Da qui facendo i calcoli algebrici





Da qui facendo i calcoli algebrici
−a(x)c2w + b(x)c(x)w′ + c′(x)w′ − c(x)w′′
c2w
= 0
otteniamo l’equazione differenziale lineare del secondo ordine
c(x)w′′ − (b(x)c(x) + c′(x))w′ + a(x)c2(x)w = 0
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Forma ridotta dell’equazione di Riccati
u′ = A(x) +B(x)u2
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Forma ridotta dell’equazione di Riccati
u′ = A(x) +B(x)u2
Data una equazione di Riccati in forma generale
y′ = a(x) + b(x)y + c(x)y2 (R)
in cui si suppone che a, b, c 6= 0, se B(x) e` una primitiva di b(x) e
cioe` B′(x) = b(x) il cambio di variabili u(x) = e−B(x)y trasforma (R)
nell’equazione di Riccati ridotta:
u′ = a(x)e−B(x) + c(x)eB(x)u2
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Sia A un sottoinsieme aperto di R× R e sia f : A→ R una funzione
continua. Se I e` un intervallo di R la funzione u ∈ C1(I,R) e` soluzione
del problema di Cauchy y′ = f(t, y)y(t0) = y0
se valgono le seguenti condizioni
(i) (t, u(t)) ∈ A per ogni t ∈ I
(ii) u′(t) = f(t, u(t)) per ogni t ∈ I
(iii) (t0, y0) ∈ A con t0 ∈ I e u(t0) = y0
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D’ora in poi indicheremo con T il rettangolo di R× R definito da
T = [t0, t0 + a]× [y0 − b, y0 + b]
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D’ora in poi indicheremo con T il rettangolo di R× R definito da
T = [t0, t0 + a]× [y0 − b, y0 + b]
Definizione
La funzione f : T → R si dice uniformemente Lipschitziana in y
rispetto a t se esiste K > 0 tale che




Se f : T→ R e` una funzione continua e Lipschitziana in y uniforme-
mente rispetto a t, posto
M = max
T






Allora il problema di Cauchyy′ = f(t, y)y(t0) = y0 (∗)




Per ogni n ∈ N definiamo la successione di funzioni (un)
u0(t) = y0
un+1(t) = y0 +
∫ t
t0




Per ogni n ∈ N definiamo la successione di funzioni (un)
u0(t) = y0
un+1(t) = y0 +
∫ t
t0
f(τ, un(τ )) dτ
Dimostriamo che (t, un(t)) ∈ T per ogni t ∈ [t0, t0 + α] o cio` che e` lo
stesso proviamo per ogni n ≥ 0 la disuguaglianza
|un(t)− y0| ≤ b per ogni t ∈ [t0, t0 + α] (1)
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Per n = 0 la (1) e` certamente verificata in quanto
|u0(t)− y0| = |y0 − y0| = 0 ≤ b
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Per n = 0 la (1) e` certamente verificata in quanto
|u0(t)− y0| = |y0 − y0| = 0 ≤ b









|f(τ, un(τ))| dτ ≤M(t− t0) ≤Mα ≤ b
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Dimostriamo che la successione (un) converge su [t0, t0 + α].
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Dimostriamo che la successione (un) converge su [t0, t0 + α].
Stante che ogni successione puo` essere pensata come una serie:
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dimostriamo che la serie
∞∑
k=1
(uk − uk−1) (2)
converge su [t0, t0 + α].
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, per ogni t ∈ [t0, t0 + α] (3)
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, per ogni t ∈ [t0, t0 + α] (3)
Per n = 1 si ha





∣∣∣∣ ≤ ∫ t
t0
|f(τ, y0)| dτ ≤M(t− t0)
che e` la (3) per n = 1.
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eαK − 1) < +∞
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Dimostriamo che il limite della successione (un) risolve il problema di
Cauchy (∗)









e` lecito (lo capiremo piu` avanti), dunque indicato con u il limite della
successione di funzioni (un) si avra`








Dimostriamo l’unicita` della soluzione di (∗)
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Dimostriamo l’unicita` della soluzione di (∗)
Supponiamo che esista una seconda soluzione v ∈ C1([t0, t0 + α],R)
del problema (∗). Allora vale
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Ripetendo il ragionamento del passo precedente si dimostra che per






da cui passando al limite per n→∞ si trova per ogni t ∈ [t0, t0 + α]
|u(t)− v(t)| ≤ 0
quindi u(t) = v(t) in t ∈ [t0, t0 + α] il che completa la dimostrazione
del teorema di Picard.
